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Resum

Conferencia pronunciada per Joaquim Gelaberté en el marc del Seminari de
Matematiques del Departament d’Informatica i Matematica Aplicada de la Uni-
versitat de Girona, el 16 de marc del 2000. S’hi exposen el problema de I'agulla
de Buffon (1777), el problema de Halphen (1872), la paradoxa de J.F.L. Bertrand
(1889) i d’altres qiiestions classiques relatives a la probabilitat geomeétrica. Es
proposen diverses solucions d’aquests problemes, algunes de les quals es basen en
arguments intuitius que porten a resultats equivocats. Es déna una explicacié
formal d’aquests errors en termes de formes diferencials amb funcié densitat no
invariant respecte del grup de moviments del pla.

El problema de ’agulla de Buffon (1777)

Tenim un pla ratllat amb rectes paral-leles, amb distancia D entre dues de conse-
cutives. Es demana la probabilitat p que una agulla de longitud [/ llancada a I’atzar al
damunt del pla talli alguna de les rectes.

Es proposa la segiient solucié. Un cercle de diametre D llancat a sobre del pla
sempre tindra interseccié (o contacte) amb almenys una de les rectes. Queé passa
amb Dagulla? Suposem primer que [ < D. Pensem que I'agulla és un segment C’
de longitud [ contingut a dins del nostre cercle de diametre D (vegeu la Figura 1).
Sigui C la frontera del cercle. La mesura del conjunt de rectes de R? que tallen C' és

C’I

Figura 1: L’agulla de Buffon, en el cas [ < D

pé(C) = foﬁ D df = 7D (ja que, si pensem en un diametre fixat, d’inclinaci6 0 € (0, )
respecte a I’horitzontal, llavors tenim una mesura de D rectes que son perpendiculars

a aquest diametre i que tallen C). Quina és la mesura p%(C”) del conjunt de rectes de

R? que intersequen C'? Fixeu una inclinacié § € (=%, %) i considereu el feix de rectes



de R? que tallen C' amb inclinacid 6 (respecte de C”). Es facil veure que la longitud del
segment perpendicular a aquest feix de rectes és [sinf (vegeu la Figura 2), i per tant
la mesura d’aquest conjunt de rectes és [sin . Tenint en compte totes les inclinacions,
la mesura total és p“(C") = [ Isinfdf = 21.

~.lsind
AN
N
AN
AN

AN
AN

Cl
Figura 2: calcul de la mesura de les rectes que tallen ’agulla

Finalment, podem pensar que la probabilitat que ens demanen és el quocient entre

G

. . C /

les mesures dels “casos favorables” i els “casos possibles”: p = £ G( ) — 2L que és la
nG(C) 7D’

férmula que s’obtenia classicament. Observeu que en el cas [ = D s’obté p = 2, i amb

la férmula obtinguda es pot calcular aproximadament 7 pel metode de Mogtecarlo.
L’expressié que hem obtingut per a p no és més que un cas particular de la férmula
generica p = %%’) = Lf', en que C’ és un oval de longitud L’ contingut en el domini
convex limitat per I'oval C de longitud L, i p és la probabilitat que una recta que
talla C talli també C’. L’agulla, considerada com un rectangle infinitament aprimat,
és també un oval. El fet que u(C) = L esta demostrat a [1]. Suposem ara que [ > D.
En aquest cas no podem posar ’agulla dins del cercle de diametre D i no podem repetir
I’argument previ. Sigui M el punt mig de ’agulla. La posicié de M sobre una recta
r perpendicular a les paral-leles que ratllen el pla constitueix una variable aleatoria x
amb distribucié uniforme de densitat DL/Q = 2 a Iinterval [0, 2] (per la simetria del
problema, no cal considerar tot l'interval [0, D]). Fixada una posicié x per a M, angle
0 entre 'agulla i r per tal que I'agulla i les paral-leles del pla ratllat es tallin pot variar
de 0 a arccos(l/%) = arccos(3), mentre que linterval de tots els angles possibles és

[0, Z]. Per tant,

_L/Dﬂzaccos(Q /1)d —zaccos D +2—l 1-— 1—D—2
p_7r/20 D" et = A l wD 2]

El problema de Halphen (Paris, 1872)

Es demana la probabilitat p que, dividint un segment en n trossos arbitraris, es
pugui formar amb aquests trossos un poligon de n costats. Sigui a la longitud del
segment, i siguin xz; els n — 1 punts de divisié del segment. Tots els trossos tenen
longitud menor que a/2. Per conveniéncia, calcularem la probabilitat de I’esdeveniment
contrari, 1 — p. La mesura dels “casos favorables” és u(F') = [dxidzs...dx,—1 amb



la condicié |x;41 — x;] > a/2. Si penseu fixant x; i x;,1, fent llavors la integral doble
estesa a totes les posicions condicionades, i finalment considerant totes les combinacions
binaries de n — 1 punts divisoris i un extrem, trobareu que

n
u(F) = <2> / (a+z; — xiﬂ)"’?’d:ﬁi dx; .
|zit1—zi|>a/2

Essent permutables z; 1 z;,1, aix0 és

n a/2 a
< ) 2/ dLEZ / (Cl +x; — l‘i+1)n_3d])i+1
2 0 zita/2

que, un cop calculat, queda p(F) = (5)-2(2)"~' = n(%)"~'. D’altra banda, la mesura

2)n—1\2
dels casos possibles és Obviament " '. Per tant, 1 — p = 5,5—{72 = n2'" i finalment

p=1-—n2"" Per exemple, si n = 3, llavors p = 1/4.

La paradoxa de Bertrand (1889)

Es demana calcular la probabilitat p que la longitud d’una corda que prenem a
'atzar dins d’un cercle de radi 1 sigui més gran que v/3, que és el costat del triangle
equilater inscrit al cercle.

Una primera manera d’obtenir aleatoriament una corda consisteix a triar a I’atzar
(uniformement) un radi del cercle i, tot seguit, triar a 'atzar (uniformement) un punt
sobre aquest radi. Aleshores triem la corda que passa per aquest punt i que és perpen-
dicular al radi. Exactament la meitat de les cordes triades d’aquesta manera (les que
passen pels punts del radi més propers al centre que a la frontera del cercle) compleixen
la condicié que ens demanen. Per tant, p = 1/2. La formalitzacié d’aquesta idea és
la segiient: la mesura de totes les cordes del cercle és fol 0277 dfdxr = 27, on x és la
distancia de la corda al centre del cercle i # és la inclinacid, respecte d’una direccio
fixada, del radi perpendicular a la corda (o, si ho preferiu, de la mateixa corda). La

mesura dels casos favorables és f01/2 OQW dfdx = m. Per tant, p = - = % Noteu que,
en aquesta solucid, la forma diferencial que figura a la integral de la mesura és dfdz,
amb funcié densitat 1, que és constant i per tant invariant pel grup de translacions
i rotacions del pla. Aixo ens permet considerar que la solucié obtinguda és correcta.
Aquest requeriment d’invariancia de la densitat per moviments rigids s’estudia a les
obres classiques de Lluis Santald, [2], [3]. Vegeu també [4].

Tot seguit proposem una segona soluci6. Donada una corda, siguin A i B els
seus extrems, i sigui O el centre del cercle. Aleshores, el triangle AOB és isosceles
i té altura x (mantenim les notacions z i 6 per a les quantitats definides al paragraf
previ). Considereu I'angle definit pels costats OA i OB. Podeu comprovar que, per
al problema que estem atacant, el conjunt d’angles favorables té mesura 7/3 (des de
27/3 fins a 7), mentre que el conjunt d’angles possibles va de 0 fins a 7. Aix0 ens déna
una probabilitat p = ”7/3 = %, diferent de la que haviem obtingut amb el raonament

anterior. Si formalitzem aquesta nova aproximacié al problema, veurem que la forma
diferencial que figura a la integral de la mesura dels conjunts de rectes és dadf, on ai 3



Figura 3: Segona soluci6 al problema de Bertrand

son els angles que formen, respectivament, OA i OB amb la direccié de referencia que
haviem fixat al paragraf anterior (vegeu la Figura 3), de manera que a = 6 — arccos(x)
i =0+ arccos(z). Aleshores, el jacobia del canvi de variable que expressa a i § en
funcié de x i 4 és

\/1711:2 —
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Per tant, dadp = \/%Tda:dﬁ, i en aquest cas la funci6 densitat, \/%7, no és constant,
de manera que la mesura utilitzada no compleix el requisit d’invariancia respecte del
grup de moviments del pla. No podem considerar, doncs, que p = 1/3 és una solucid
correcta.

Proposem encara una tercera solucié al problema. Donada una corda, siguin (X,Y)
les coordenades cartesianes (respecte de O) del seu punt mig. El conjunt de casos
favorables esta format pels punts (X,Y) que pertanyen al cercle de centre O i radi
1/2, mentre que tots els punts del cercle de centre O i radi 1 s6n casos possibles. La
probabilitat p és, doncs, el quocient d’arees: p = ”7/4 = i. En aquest cas, la forma
diferencial utilitzada és dXdY. Aleshores, X = xcosfl i Y = xsin#, i el jacobia del

canvi que expressa X 1Y en funcié de x 1 6 és

cosf) —xsiné
sinf xcosf

‘ B x

Aleshores dXdY = xdxdf, amb funcié densitat z, que tampoc no és invariant respecte
del grup de moviments del pla. De manera que p = 1/4 tampoc no és una solucié
correcta.

Probabilitat de separacié de dos punts interiors a un cercle per
una corda arbitraria. Extensié a qualsevol domini convex

Ens demanen que calculem la probabilitat p que, triant aleatoriament una corda AB
d’un cercle de radi r i dos punts M i N interiors al cercle, la corda separi els dos punts.

Comptem primer el conjunt de casos possibles. Pel que fa a la parella de punts M i

N, la mesura dels casos possibles és £ (wr? - 7r?) (cal dividir per 2 perque el producte



d’arees compta dues vegades cada parella de punts). Pel que fa a les cordes, tenim 27r
punts A possibles, i, donat A, el conjunt de valors possibles per a ’angle ¢ que formen
la corda i la recta tangent al cercle que passa per A és 0 < ¢ < 7. Aleshores, la mesura
total de cordes possibles és £(2mr - m) = 7°r (també ens cal dividir per 2 per evitar
repeticié de cordes). La mesura total de casos possibles per a la terna formada pels
2 punts i la corda és, doncs, w415/2. Pel que fa als casos favorables, ens cal tenir N
en un dels dos segments circulars determinats per la corda AB, i M en l'altre. Fixats
A i B, les arees dels dos segments circulars definits per AB sén r72¢ — 12 cos psin @ i
r?(m— @) +71? cos g sin ¢ (penseu que ¢ és, també, ’angle format pel radi perpendicular
a la corda i el segment OA: vegeu la Figura 4). Aixi doncs, la mesura dels parells
M, N separats per una corda AB fixada és r*(¢ — cos @ sin @) (m — ¢ + cos psin ¢). Per
considerar totes les cordes, només ens cal fer variar ¢ entre 0 i m (cosa que equival a
pensar que A esta fixat i B varia),

7"4/ (p — cos@sinp)(m — ¢ + cos @sin p)dy
0

i finalment fer variar A, que equival a multiplicar per la mesura, 7, de tots els possibles
punts A:

7rr5/ (p — cos@sing)(m — ¢ + cos psin p)dy
0

de manera que la probabilitat que ens demanen és

o 1

p= m/o (¢ — cospsinp)(m — ¢+ cospsinp)dp = = —

5~ 1o~ 0.2067
™

Proposem una segona solucié al problema. Fixat A, la mesura de tots els B possibles

és 27r, que prenem com a mesura de totes les cordes possibles. La mesura de parelles

M i N és, com abans, 3(7r?)%. Per tant, la mesura de tots els casos possibles és w375,

Pel que fa als casos favorables, si AB esta fixada la mesura dels parells M, N separats
per AB és, com abans, r*(¢ — cos psinp)(m — ¢ + cosgsinp). Si ara variem AB

Figura 4: Separacié de dos punts M i N per una corda



paral-lelament a ella mateixa, obtenim la segiient quantitat de cordes:

27"4/ (p — cos psinp)(m — ¢ + cos @sin p)dz

0
on = rcosp, de manera que dr = —rsinpdy i la integral esdevé (prescindint del
signe)
/2
27“5/ (p — cos @sin ) (m — ¢ + cos @sin @) sin ¢ dp.
0

Multiplicant per m obtindrem totes les direccions possibles per a aquest feix de cordes
paral-leles. Finalment, doncs, la probabilitat que ens demanen és

2 [T/2 8
ke 0.2882

— (p — cos@sinp)(m — ¢ + cos psin @) sin p dp =
0

En aquest cas, de les dues solucions presentades només és correcta la segona. En
la primera, la mesura del conjunt de cordes conté el factor m, que és la mesura de
I'interval d’angles possibles entre la corda i la tangent al cercle en el punt A, quan
B fa una rotacié completa al voltant del cercle. Si componem aquesta rotacié amb
una rotacié de centre i angle arbitraris, obtenim una tercera rotacié, amb un interval
d’angles possibles per a B no necessariament de mesura 7. Novament, doncs, la no-
invariancia de la mesura per moviments rigids ens porta a una solucié erronia.

En el cas general d’'un domini convex C' de longitud L i area A, recordem que si
M i N sén els extrems d'un segment de longitud [ llavors la mesura del conjunt de
rectes que tallen el segment és 2[. Aleshores, variant M i N trobareu que la mesura
dels casos favorables sera [, 2l dMdN = 21, [, dMdN = 21, A%, on l,, és la distancia
mitjana entre dos punts del domini (valor que depén de la forma i la grandaria de

C). La mesura dels casos possibles és LA?, i per tant la probabilitat demanada és
2m A% _ 2y
P="Ta =71

Probabilitat d’inclinacié menor que a d’un pla arbitrari res-
pecte a ’horitzo

Si prenem a l'atzar un pla arbitrari a I'espai, se’'ns demana la probabilitat p que
formi un angle agut menor que « respecte a ’horitzé.

Si considerem la seccié meridiana del problema, hem d’avaluar simplement la pro-
babilitat que una recta de R? que passi per I'origen tingui un angle d’inclinacié menor
que « respecte a ’eix de les abscises. Obviament aquesta probabilitat és 7:1% = 270‘ Per
exemple, sia =7, p= % Aquesta reduccié del problema, pero, no és pas correcta.

Donat un pla que passa per 'origen, sigui w la seva direccié normal. Sigui 6 la
inclinaci6 de w respecte a la recta que passa per l'origen i és perpendicular a 1’horitzo
(que també és la inclinacié del pla respecte de I'horitzd), i sigui ¢ la inclinacié de la
recta interseccié del pla i I’horitzé respecte d’una direccié fixada continguda a I’horitzo
(vegeu la Figura 5). Aleshores, dw = sin 6 dfdy és 'element de superficie esferica de



Figura 5: Inclinacié d'un pla respecte a 'horitzé

radi 1, o element d’angle solid. Esta clar que la mesura de les w favorables és

27 o
/ dgp/ sinf df = 27(1 — cos )
0 0

mentre que la mesura de les w possibles és

2m
/ d(p/ sin 0 df = 2.

Per tant, el quocient és p = 2”(12% =1—cosa. Per exemple, sia=7,p=1- ?

que no coincideix amb la solucié que haviem obtingut previament.

b

Probabilitat de distancia angular menor que a entre dos punts
arbitraris d’una esfera

Volem calcular la probabilitat p que, triats aleatoriament dos punts sobre una su-
perficie esferica, estiguin situats a una distancia angular no més gran que a. Consi-
derant la seccié meridiana del problema, trobareu sense dificultat que p = a/7. En
canvi, amb la notacié introduida a la seccié anterior (6 és ara la inclinacid, respecte de

la recta que passa per l'origen i és perpendicular a 1’horitzo, del segment que uneix un
punt de l'esfera amb ’origen), tenim que les w favorables sén

27 a
/ dgp/ sinf df = 27(1 — cos )
0 0
mentre que les w possibles tenen mesura

27 ™
/ dgo/ sinfdf = 4r
0 0
l—cosa

de manera que p = —*%*. En aquest cas, doncs, podeu comprovar que el problema
tampoc no és reduible a una seccié meridiana.
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