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Objectius de les matematiques

@ Modelitzacié i comprensié del mon. Prediccié del futur.
@ Desenvolupament de les matematiques dins d’elles mateixes,
per a fonamentar-les i millorar el seu coneixement.
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Objectius de les matematiques: modelitzacié i comprensid

del mon

Models del transit Economia matematica Inteligencia artificial Criptografia

Matematica industrial Dinamica de fluids
Models per I'enginyeria Patrons a la natura
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Objectius de les matematiques: modelitzacié i comprensid

del mon

Cingtica quimica Models fractals Models d'epidemies Imatges mediques

Teoria de jocs Optimitzacié Satel-lits Grafs i xarxes

Aquesta xerrada es centrara en la seva segona vessant:

Desenvolupament de les matematiques dins d’elles mateixes.
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Objectius de les matematiques: desenvolupament intern

El procés comenca amb un problema o qiestié que ens plantegem
o ens plantegen, motivat per:

Un problema real,

Experimentacié amb calculs,

Un desig d'estendre resultats coneguts,

Discussions amb altres col-legues cientifics (matematics o no),
Lectura d'articles matematics,

Intuicions, ...

Aleshores hem d’esbrinar una resposta.
En aquesta xerrada usarem |'experimentacié amb ndmeros naturals

com a excusa per intentar explicar com avancen les matematiques.
De fet, veurem que ho fan mitjangant:

conjectures, teoremes i contraexemples.

El motiu d'aquesta tria és que I'experimentacié amb nidmeros
naturals és la que requerix menys base teorica, i aixo simplificara la
meva exposicid.



Primer problema: mdltiples d'un ndmero

Considerem tots els miltiples de 3:
3,6,9,12,15,...,105,108,111,114,117, ...
De manera similar, els de 13:
13,26,39,...,1300,...,111098,111111,111124, ...

Si ho fem amb 27:

27,54,81,...,111111111111111111111111111, ...
ja que

27x4115226337448559670781893 = 111111111111111111111111111.
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Primer problema: mdltiples d'un ndmero

Anomenarem repunits als nimeros naturals formats per n xifres,
totes iguals a 1. Els denotarem com r,,. Aixi hem vist

27 x 4115226337448559670781893
=111111111111111111111111111 = rp7.

De manera similar, per exemple:

87x(1277139208173690932311621966794380587484035759897
828863346104725415070242656449553) = rga,

177 x (62774639045825486503452605147520401757689893283113
622096672944130571249215317011927181418706842435655
99497802887633396107972379158819836785938480853735
09102322661644695543) = r174.
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Primer problema: mdltiples d'un ndmero

Clarament, si un nimero és parell o acaba en 5 cap dels seus
mltiples pot ser un repunit.
A partir del que hem vist és natural preguntar-se la qiiestié seglient:

Problema (1)

Es cert que tot numero natural acabat en 1,3,7 o 9 té un mdltiple
que és un repunit?
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Segon problema: Capicues
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Segon problema: Capicues

Fem un segon exemple del procés

n — n+ rever(n)

on rever és |'aplicacié que inverteix I'ordre de les xifres de n.

Si comencem per n = 183, tenim

183 — 183 + 381 = 564 — 564 + 465 = 1029
— 1029 + 9201 = 10230 — 10230 4 3201 = 13431,

que és de nou capicua.
Si es comenga amb n = 89, es necessiten 24 iteracions per trobar

un valor capicua, que és 88132000 23188.
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Segon problema: Capicues

401

30+

20+

101

O,
0

Si fem un programa per a veure queé passa quan agafem els primers
n < 1000 i iterem fins que arribem a un capicua, o parem si en
1000 iteracions encara no hi hem arribat, obtenim la grafica
seglient:

soan LtV T b P P e Y M Y VYT Y L I PO
200 400 600 800 1000
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Segon problema: Capicues

Tots els n's menors que 1000 arriben a un capicua en 24 iteracions
0 menys, excepte

196,295, 394, 493, 592, 689, 691, 788, 790, 879, 887, 978, 986.

Per aquest nimeros, 1000 iterats no és suficient.
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Segon problema: Capicues

Problema (2)

o Es cert que per a tot natural inicial ng hi ha algun moment
del procés en el que hi surt un capicua?

@ Es cert que si comencem per ng = 196 la iteracié mai passa
per cap capicua?

@ Es cert que hi ha infinits ny tals que mai apareix cap capicua?

@ Per a tot m natural ni ha un ng = no(m) tal que si comencem
per aquest ng la iteracié necessita més de m passos per arribar
a un capicua?
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Un paréentesi: dels capicues als palindroms
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Un paréentesi: dels capicues als palindroms

_ ~ Roma ni se conece sin ro,
Tip, el pastor ara fara

rots a ple pit ni se@ conece sin amor
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Un parentesi: dels palindroms als palindroms matematics

En catala:
| parara pi?
| dividi, dividi, dividi,. ..
En castella:
Rapido, di par
Son eso: (co)senos
En angles:

| prefer pi
Never odd or even

Igualtats palindromiques:

134 x 201 = 26934 & 43962 = 102 x 431
121112 x 111112 = 13456996544 & 44569965431 = 211111 x 211121
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Tercer problema: quadrats

En aquest tercer problema ens plantegem si quan calculem la
successié de niimeros enters

xp=1381n>+1, n=1,2,3,4,...
n'apareix algun que sigui un quadrat perfecte.

El primer intent és fer un programa d’ordinador que ho comprovi
cas per cas.

D’aquesta manera és pot veure per exemple que per a tot n < 10%°
no hi ha cap x, que sigui un quadrat perfecte.
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Tercer problema: quadrats

Quiestié natural a preguntar-se:

Problema (3)

Es cert que
138102 +1, n>1,

mai és un quadrat perfecte?

Quadrats amb cercles concéntrics, V. Kandinski, 1913
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Els tres problemes

Problema (1)

Es cert que tot numero natural acabat en 1,3,7 o 9 té un mdltiple
que és un repunit?

Problema (2, versié curta)

o El procés sempre troba un capicua?

@ Potser comengant per 196 no és mai capicua?

@ Per infinits valors inicials mai passa per un capicua?
°

Sempre troba un capicua, pero el niim. d'iterats no és afitat?

Problema (3)

Es cert que 1381n2 + 1, n > 1, mai és un quadrat perfecte?
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Els tres problemes
Problema (1)

Es cert que tot numero natural acabat en 1,3,7 o 9 té un mdltiple
que és un repunit? Sl

Problema (2, versié curta)

o El procés sempre troba un capicua? NO SE SAP

@ Potser comencant per 196 no és mai capicua? NO SE SAP

@ Per infinits valors inicials mai passa per un capicua? NO SE

SAP

@ Sempre troba un capicua, pero el nim. d’iterats no és afitat?

NO SE SAP

Problema (3)

Es cert que 1381n% + 1, n > 1, mai és un quadrat perfecte? NO
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Els tres problemes
Problema (1)

Es cert que tot numero natural acabat en 1,3,7 o 9 té un mdltiple

que és un repunit? SERA UN TEOREMA

Problema (2, versié curta)

@ El procés sempre troba un capicua?

@ Potser comengant per 196 no és mai capicua?
@ Per infinits valors inicials mai passa per un capicua?

@ Sempre troba un capicua, pero el nim. d'iterats no és afitat?

DONARAN LLOC A CONJECTURES

Problema (3)

Es cert que 1381n% + 1, n > 1, mai és un quadrat perfecte?
DONAREM UN CONTRAEXEMPLE
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Un contraexemple pel Problema (3)

De fet, aquest problema NO ho és pels especialistes en Teoria de
Nombres ja que es tracta d'un replantejament de la famosa equacié
diofantica de Pell. Aquesta equacié s'escriu en general com

m? — dn® =1, deN,
i la quiestid és trobar totes les seves solucions (m, n) enteres.

Tot i que es coneix com equacié de Pell, en honor a John Pell
(matematic anglées, 1611-1685), Pell no va ser el primer en
resoldre-la. A més, certs casos particulars ja van ser estudiats a
I'india (Brahmagupta, sobre I'any 628 per d = 92), i a Grecia i a
I'india en temps de Pitagores per d = 2.

Quan d no és un quadrat perfecte hi ha metodes generals per a
trobar totes les seves solucions enteres. En particular, Lagrange
(1736-1813), va proposar un metode que les dona totes i explicita
quina és la més petita.
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Un contraexemple pel Problema (3)

Observem que volem veure quan 1381n° + 1 és un quadrat
perfecte, o en altres paraules quan 1381n? + 1 = m?. Es a dir,
resoldre I'equacié de Pell m?> — 1381n? = 1.

Si resolem I'equacié en els reals obtenim que
m=+/1+1381n2 ~ V1381ln = — ~ \/1381.
n

Per tant les possibles solucions de I'equacié de Pell sén bones
aproximacions racionals de 1/1381.

Precisament, les fraccions continues associades a un nimero real
donen la successié de niimeros racionals que |'aproximen el més
rapidament possible (menys error en funcié de la mida dels
corresponents denominadors).

El metode de Lagrange per a resoldre I'equacié de Pell ens diu que
les seves solucions surten a la successié de fraccions continues

de \/d.
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Fraccions continues

La fraccié continua més famosa és la de la rad auria ¢ = 1+2‘/§.
Com que @ és la solucié positiva de |'equacié
1
14+ —=x,
X
resulta que 1
q p=1+ P — i T .
1+ —1
4=

També s'escriu com ¢ =[1,1,1,1,1,1,1,...] i les seves
aproximacions sén el quocients de dos niimeros de Fibonacci
consecutius:
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Fraccions continues: 7

T =1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,.. ]
i les corresponents aproximacions racionals son:

22 333 355 103993 104348 208341 312639 333719 1146408
7 771067 1137 33102 ° 332157 66317 * 99532 ' 265381’ 364913’

En particular, obtenim les aproximacions 22/7 que apareixia a les
enciclopedies que usavem de petits per fer calculs, i 355/113
donada pel matematic xinés Zu Chongzhi, sobre I'any 480. De fet:
355
113
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Un contraexemple pel Problema (3)

Tenim que
V1381 = [37,6,5,1,1,4,2,2,3,3,4,14,1,1,1,2,1,1,2,1,24,18,1,.. ]

i les corresponents aproximacions racionals

223 1152 1375 2527 11433 25493 62469 212900 701169

37, 6 317 377 68 309 " 686 1681 ° 5729 ' 18868’
3017576 42947233 45964809 88912042 134876851 358665744

81201 ’ 1155682 ' 1236883 ' 2392565 ~ 3629448 ' 9651461 ’
493542595 852208339 2197959273 3050167612 75401981961

13280909 * 22932370 ° 59145649 ’ 82078019 ' 2029018105

En particular, la fraccié que fa 134 és:

91889645003972654622127399341267476203024769394634584316300287049
2472690352775053537868141555978544119564691977342423075952738420
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Un contraexemple pel Problema (3)

Finalment, a partir de

91889645003972654622127399341267476203024769394634584316300287049
2472690352775053537868141555978544119564691977342423075952738420

comprovem que:

1381 x24726903527750535378681415559785441195646919773424230759527384202 + 1
=91889645003972654622127399341267476203024769394634584316300287049>

i per tant per

n = 2472690352775053537868141555978544119564691977342423075952738420,

la resposta a la gliestié enunciada com a Problema (3) és NO.

Problema (3)

Es cert que 1381n° + 1, n > 1, mai és un quadrat perfecte? NO
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El Problema (2): tot sén conjectures

Recordem-lo:

Problema (2)

@ Es cert que per a tot natural inicial ng hi ha algun moment
del procés en el que hi surt un capicua?

@ Es cert que si comencem per ng = 196 la iteracio mai passa
per cap capicua?

@ Es cert que hi ha infinits ng tals que mai apareix cap capicua?

@ Per a tot m natural ni ha un ng = ng(m) tal que si comencem
per aquest ng la iteracié necessita més de m passos per arribar
a un capicua?

v
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El Problema (2): tot sén conjectures

@ S'ha comprovat que comencant per n = 196 no hi ha cap
capicua entre els 10% primers iterats.

@ El valor més petit conegut que arriba a un capicua després del
major niimero d’iterats és 10989161490503701674050 i en
necessita 289.

@ Fent només 1000 iterats, la quantitat de valors inicials que no
troben cap capicua augmenta amb el niimero de xifres de la
condicié inicial:

xifres 3 4 5 6 7 8
%Cl|14]26|65|122|21.1] 299

Percentatge de Cl que en 1000 iterats no troben cap capicua

[ A. G., Nimeros de Lychrel y otras preguntas sobre capiciias.
Gac. R. Soc. Mat. Esp., 24(3), p. 532. 2021.
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El Problema (2): tot sén conjectures

Conjectura (Conjectura del 196)

Comencant per 196, el procés n — n + rever(n) no té capicues.

Hi ha infinites condicions inicials tals que cap iterat del procés és
capicua.

El pensador, A. Rodin, 1881-82
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El Problema (1): métodes de demostracié

Arribem ara al punt clau de les matematiques. Com saber si un
resultat és cert?
Els metodes de demostracié més usats sén:

Raonaments logics,

Calculs,

Principi de les caselles,

°
°

@ Induccid,
°

@ Proves sense paraules,
°
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El Problema (1)

Recordem el problema:

Problema (1)

Es cert que tot nimero natural acabat en 1,3,7 o 9 té un mdltiple
que és un repunit?

Anem a demostrar:

Teorema

Tot nimero natural acabat en 1,3,7 o 9 té un muiltiple que és un
repunit.
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El Problema (1): principi de les caselles o de Dirichlet

Si hi ha més coloms que caselles, en una de les caselles hi ha com
a minim dos coloms.

Girona Com avancen les matematiques



El Problema (1): prova del Teorema

Teorema

Tot nimero natural acabat en 1,3,7 o 9 té un muiltiple que és un
repunit.

PROVA: Agafem un ndmero natural n sota les hipotesis del
Teorema.

o Agafem n caselles i les numerem com 0,1,2,...,n— 1.

@ Ara agafem n+ 1 “coloms”, que sén els segiients n+ 1
repunits :

1,11,111,1111, s = 11111, 15, . . . , i, Pt

@ Finalment posem el repunit r,, a la casella nimero k,,, on
0 < kyn < n—1 és la resta de dividir r,, entre n. Es a dir:

frm=111---111=nXxX gn+ km, 0< kn<n-1.
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El Problema (1): prova del Teorema

Si algun repunit, per exemple rj, cau a la casella 0 ja tenim el
resultat desitjat ja que

r=111---111 = n x g;.

Si no, pel principi de les caselles, hi ha una casella, per exemple la
nimero /i que conté com a minim dos repunits r, > r,. Aleshores

ry =n X qy+ 1,
ry =nXxqy+1i,
N3

ry —r,=nxXx (qu - qv)'
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El Problema (1): prova del Teorema

Ja sabem que
ry—r, = nx(qu—qy).

Com que r, i r, son repunits es té que

ry—r, =111---111000---000 = 111---111 x 10°
=111---111 x 2* x5 = r,, x 2° x 5°,

per a un cert repunit r,.

Finalment
nx(qu—qv):rwx2£><5€,

pero, com que per les hipotesis, ni 2 ni 5 sén divisors de n,
obtenim que n ha de dividir r,, tal i com voliem demostrar. O
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Altres metodes de demostracid

Els meétodes de demostracié que hem llistat sén:

Raonaments logics,
Calculs,

Induccid,

°
°

°

@ Principi de les caselles,
@ Proves sense paraules,
°

Per acabar la xerrada veiem alguns exemples no gaire complicats
de cadascun d’ells.
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Raonaments logics




Raonaments logics

Si agafem el primer 173, I'elevem al quadrat, i el dividim per 24
obtenim
173% = 29929 = 1247 x 24 + 1.

Per altres primers com 104729 o 373587883:
1047292 = 10968163441 = 457006810 x 24 + 1,

3735878832 = 139567906324421689 = 5815320430184237 x 24+ 1.

Sera casualitat que la resta sempre sigui 17
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Raonaments logics

Proposicié

Per a qualsevol niimero primer p > 5, la resta de la divisié entre p?
i24 és 1.

PROVA: Hem de demostrar que p> — 1= (p+1)(p — 1) és
multiple de 24.

@ p+1ip—1s6n ambdds parells consecutius. A més, un d’ells
és multiple de 4 i I'altre és miultiple de 2.

@ Si considerem la terna p — 1, p, p+ 1, per p > 5 primer, segur
que o bé p—1 0 bé p+ 1 és mdltiple de 3.

Per tant, per primers p > 5,
pPP—1=(p—-1)(p+1)=2x4x3xk=24xk,
per algun k € N, tal i com voliem demostrar. []
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Induccid
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Induccid

Problema

Demostrar que

Sp=1+2+3+---+n=—7—

Es diu que en Gauss amb només 7 o 8 anys va deduir-la quan el
seu mestre els hi va posar a classe com a exercici per tenir-los
entretinguts que calculessin 1 +2 + 3+ --- + 100.

Aqui la demostrarem per induccid, i més endavant veurem com es
pensa que ho va fer en Gauss.
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Induccid

1
PAS PRIMER D'INDUCCIO: La férmula és certa per n = 1:
Si=1 i "(";1) 1:1:1:1:>CERTA
PAS INNECESSARI: La férmula és certa per n = 2:
S=1+2=3 ”(”;1) 72:¥z3z>CERTA

PAS GENERAL D'INDUCCIO: Si la férmula és certa per n = m
també ho és per n = m + 1:
Smi1=14+2+3+---+m+(m+1)=Sy+(m+1)

1 1 2
—"7("2“+(m+1)—(m+1)(m+1) S(mmipt) (nER2)

2 2
Per tant la férmula és sempre certa.
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Induccid

Problema

Demostrar que amb bitllets de 5 i 7 euros es pot pagar de manera
exacta qualsevol quantitat entera q > 24.
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Induccid

PROVA: Primer veiem que es poden pagar de manera exacta les
quantitats: 24,25,26,27 i 28;

24 =2 x54+2x7, 25=5x54+0x7,
26=1x5+4+3x7, 21 =4 x54+1x17,
28=0x5+4+4xT7.

A partir d'aquest resultats veure que es poden pagar de manera
exacta totes les quantitats g > 24 senzillament afegint prou bitllets
de 5 euros.
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Induccid

24 +29 —+34 -39 —+44 —-49 —-54 50 - 64 —-69 — ---
25—+30—+35—+40—-45—-50—-55—-60—65—70— ---
26 +31 —+36 —41 - 46 —-51 56 61 66 > 71 — ---
27 -+ 32 37 - 42 - 47 —- 52 57 562 - 67 > 72 — ---
28 +33—+38 —+43 —»48 -53 +58 63 68 73 — ---

La quatitat 23 no es pot pagar de manera exacta, pero si tornant
canvi: 23 =6 x5—-1x7.



Calculs
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Calculs: prova de Gauss de que 1 +2 + --- + 100 = 5050

Demostrem seguint la idea atribuida a Gauss quan n = 100, que

n(n—i—l).

S5h=14+2+3+.--+n= >

Escrivim
+S,= n + n—-1 4+ n-—-2 + -+ 2 + 1
2S5, =(n+1) + (n+1) + (n+1) +---+ (n+1) +

Per tant, com que el terme n+ 1 surt n vegades:

n(n+1).

25, =nx(n+1) = S, = 5
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Calculs: proves d'identitats per derivacid

Usarem només el fet de que si la derivada d'una funcié derivable és
identicament zero aleshores la funcié és constant.

PRIMER EXEMPLE:
cos?(x) + sin?(x) = 1.

PROVA: Considerem f(x) = cos?(x) + sin?(x). Aleshores
f'(x) = —2cos(x) sin(x) + 2sin(x) cos(x) = 0.
Per tant

cos?(x) + sin?(x) = f(x) = f(0) = cos?(0) + sin*(0) = 1.

D'alguna manera la prova té una mica de “trampa” ja que la
propietat que volem provar s'usa també en el calculs de les
derivades. A continuacid, en veurem una més sorprenent.
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Calculs: proves d'identitats per derivacid

SEGON EXEMPLE (IDENTITAT DE EULER):

1 1
arctan <> = arctan < > —+ arctan <2y> ,
X xX+y x4+ xy+1

peratot x >0iytalquex+y>0ix>+xy+1>0.

PROVA: Considerem

1 1 y
f(y) = arctan | = | —arctan ( —— | —arctan ( ——— | .
X x+y x4+ xy+1

Aleshores, si derivem respecte a y,

, 1 1
fX(y)_0+(x+y)2—|-1 R
Per exemple,
1 o Xy
~_arctan ( y > _ X2+xy+1 (2 4xy+1)° L ;
dy x2 4+ xy +1 1 (x+y)2+1

(- +1)
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Calculs: proves d'identitats per derivacid

Per tant

1 1
arctan { — | — arctan — arctan S
(x) <x—|—y> (x2+xy+1>
1 1
=f(y) = £(0) = arctan (x) — arctan () —arctan (0) =0
X

i com a conseqliencia,

1 1
arctan | — | = arctan 4 +arctan | ———— | .
X xX+y x2+xy +1

Prenent x =1 iy =1 obtenim la férmula

T " 1 - 1
4farcan > arctan 3)

que va utilitzar Euler per a aproximar 7, usant el primers termes de
la serie de Taylor de I'arctangent, per a calcular arctan(1/2) i
arctan(1/3).

Ol



El ndmero 7 al “Palais de la découverte” de Paris

1 1
Férmula de Machin, 1706: % = 4 arctan (5> —arctan (239) .
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Calculs: una prova de la formula de Machin
T 4 arcta 1 arcta L
— =4arctan | - | —arctan | — | .
4 5 239

La férmula és una conseqiiencia d'igualar els arguments a:

(5+1i)* 4764801 (476 + 480i)(239 — i)
239 +i  2394+i 57122

= 2(1 +1).
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Calculs: Ramanujan

Srinivasa Ramanujan (1887-1920) va ser un matematic indi, amb
molt poca formacié academica, que va fer contribucions
substancials a la matematica. La seva intuicid i habilitat per trobar
noves igualtats matematiques encara fascina i intriga a la
comunitat cientifica.
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Calculs: Ramanujan

Fa poc temps una pel-licula fa ajudar a coneixer la seva obra.
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Calculs: Ramanujan

Només presentarem aqui dues de les seves igualtats.

La primera la va deduir quan anava a I'escola:

1+2\/1+3\/1—|—4\/1+5\/--~:3.

La segona és una de les 17 férmules que va donar per calcular 7.
Aquesta férmula és molt (til (computacionalment), profunda
(matematicament) i dificil de demostrar.

1 V8 i (4n)!1(1103 + 26390n)

7 9801 (n1)439647

n=0
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Calculs: Ramanujan
J1+2\/1+3\/1+4\/1+5\/~'3.
PROVA:

f(n) :==n(n+2) znm:n n2+4n+4
=ny/1+ (n+1)(n+3) = n/1+ f(n+1).

Substituint a n = 1 tenim

3=f(1) = V11 F(2) = \/1+2y/1 5 F(3)
:\/1+2\/1+f(3):\/1+2\/1+3\/m

:\/1+2\/1+3\/1+4\/m:
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Calculs: Ramanujan

Si definim P(m) = 1/Q(m), on

V8 <~ (4n)!(1103 + 26390n)

Q(m) = Sgo1 — (n)*396%
12
po) = BUV2 5 ui5007300. .. |r— P(0)] <10,
4412
2510613731736 v/2 15
PA) = Ti30173083105 + 7 PI< 107
|r — P(2)| < 10723, |r — P(3)| < 10734,
|r — P(10)| < 10787, |m — P(100)| < 10789,

|m — P(200)| < 1071%% |7 — P(300)| < 107243,
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Proves sense paraules

WS [ WA | CLASSADM RESOURCE WITERIALS ML ‘

PROOFS

WITHOUT

panns

R BAAFRES

& MARPRESS "
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PSP: suma d'una serie geometrica

1+1+1+1+ 1
8 16 32 64 4




PSP: férmula de C. Hutton (1737-1823) per a calcular 7

Hutton (1776):

= 2 arct ! + arct !
— = = ctan | =
1 arctan 5 ar -




PSP: Un Teorema de “Pitagores” per inversos

chiaib
v b 2 2
;h ‘U
’ h:ab
€ c
|25
ab
1/a
1/b
1/h

(06 -()
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PSP: suma de cubs

3
1 5

43
53

1 2
B34+l =(142+...+n)2= <n(n2—i—)>

2 2
n-(n+1)

P+ 4+ 4n’ =




Més PSP

Si esteu interessats en més proves sense paraules podeu consultar
també el meu treball i les seves referéncies.

55 proves sense paraules|

. G, proves sense paraules. Mat. Mat., , Treball 2,
 A.G. 55 les. Mat. M 2022, Treball 2
pp. 1-61. 2022.
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Moltes gracies per la vostra atencio

Contacte: gasull@mat.uab.cat

Conferenciant recol¢at per I'Agencia Espanyola de Investigacié via
el projecte PID2019-104658GB-100 i pel programa Severo Ochoa i
Maria de Maeztu per Centres i Unitats d'Excel-lencia en 1&D
(CEX2020-001084-M) i pel projecte 2017-SGR-1617 d I'AGAUR,
Generalitat de Catalunya.
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